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En esta charla disertaremos sobre los siguentes aspectos:

® Dada una categoria %, X un objeto de ¥ y J una
topologia de Grothendieck en %, decimos que J(X) es
una &-topologia localizada en X y que (X, J(X)) es un
B-espacio topolégico localizado.

® Sea ¥ una categoria finitamente completa y J una
topologia de Grothendieck en . Para un morfismo
f:B—Cen % yunacriba$Se J(C), sea
f(S)={y | cod(vp)) = B, f oty € S} la criba
correspondiente en B, entonces
A J(C)) = {g*(S) | S € J(C)} es una B-topologia
localizada en B.
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En 1937, M. Stone demostré que existe una correspondencia
biyectiva entre la clase de todos los espacios booleanos y la

clase de todas las algebras booleanas generalizadas. En la clase

de espacios booleanos compactos (espacios de Stone), esta

biyeccion puede extenderse a una dualidad 7" : Stone — Boole
entre la categoria de espacios de Stone y funciones continuas y

la categoria Boole de algebras booleanas y homomorfismos
booleanos; este es el teorema clasico de dualidad de Stone.

Stone Boole




Dualidad de Stone y l6gica modal

pisaledl  Alexander Kurz [7] nos dice :Hay una signatura (operaciones

Pl booleanas mas un operador unario [J) y un conjunto de
tipo Stone ecuaciones E ([0 preserva los extremos inferiores finitos) y hay
operadores (definibles) 1y «> tales que

Fme d&pa+E e ¢ =1

Epa+ EFELO = Shpe oY
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Alexander Kurz [7] nos dice :Hay una signatura (operaciones
p  booleanas mas un operador unario ) y un conjunto de
tipo Stone ecuaciones E ([0 preserva los extremos inferiores finitos) y hay
S operadores (definibles) 1y < tales que

Fme @ &pa +EFec o =1
Epa+ EFELG = Sthpre ¢
Un algebra modal es un conjunto de férmulas modales cerradas
bajo operadores booleanos y modales y cociente por
equivalencia l6gica (dos términos ¢ y 1 son l6gicamente
equivalentes sélo si F gz ¢ <> 1.
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Dualidad de Stone y l6gica modal

Alexander Kurz [7] nos dice :Hay una signatura (operaciones
booleanas mas un operador unario OJ) y un conjunto de
ecuaciones E ([0 preserva los extremos inferiores finitos) y hay
operadores (definibles) 1y «> tales que

Fme @ &pa +EFec o =1

Epa+ EFELG = Sthpre ¢

Un algebra modal es un conjunto de férmulas modales cerradas
bajo operadores booleanos y modales y cociente por
equivalencia l6gica (dos términos ¢ y 1 son l6gicamente
equivalentes sélo si F gz ¢ <> 1.

La categoria de dlgebras modales es isomorfa a la categoria de
algebras por el funtor L : BA — BA que asigna un algebra
booleana A al algebra booleana libre generada por

{Oa | a € A} cuyo cociente es la congruencia mas pequefia
que contiene a (O1;1) y (Oa AOb; O(a A D), (a;b € A).
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Dualidades de tipo Stone a través de ‘puentes’ de

teoria de topos

Topologias de
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localizadas y Olivia Caramelo [3] plantea algunas dualidades de tipo Stone
gl en términos de la existencia de un topos comin

Sh(C;J) ~ Sh(D; K) adjunto naturalmente a cada una de las
estructuras independientemente una de la otra.
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localizadas y Olivia Caramelo [3] plantea algunas dualidades de tipo Stone

gl en términos de la existencia de un topos comin

RS Sh(C;J) ~ Sh(D; K) adjunto naturalmente a cada una de las
fones estructuras independientemente una de la otra.

Una fuente natural de equivalencias de topos
Sh(C;J) ~ Sh(D; K);

se obtiene del lema de comparacién de Grothendieck: C es una
subcategoria completa K-densa de D (es decir, una
subcategoria completa C de D tal que, para cualquier objeto d
de D, la criba generada por las flechas desde los objetos de C a
d es un K-cubrimiento) y J es la topologia de Grothendieck
inducida K|¢ en C.
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Secciéon 1

Consideraciones iniciales
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s Trabajaremos con una categoria € que es finitamente

Grothendieck e .
pecsisel  completa. De S. MacLane e |. Moerdijk [9], se tiene lo

dualidades de

tipo Stone siguiente:

Mo (e ® Una criba S sobre € es una familia de morfismos en &,
e todos con codominio C, talesque f € S= foge S

Consideracione: siempre que esta composicién tenga sentido.
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s Trabajaremos con una categoria € que es finitamente

Grothendieck .. .
et completa. De S. MacLane e . Moerdijk [9], se tiene lo

piesedell  siguiente:
Mo (e ® Una criba S sobre € es una familia de morfismos en &,
e todos con codominio C, talesque f € S= foge S
Consideracione siempre que esta composicién tenga sentido.
® Si S es una criba sobre €y h: D — C es cualquier flecha
a C, entonces h*(S) = {g | cod(g) = D,hog € S} es una

criba sobre D.
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s Trabajaremos con una categoria € que es finitamente

Grothendieck

et completa. De S. MacLane e . Moerdijk [9], se tiene lo

d:ﬁ:??ﬁi:e siguiente:

Mo (e ® Una criba S sobre € es una familia de morfismos en &,
fones todos con codominio C, talesque f € S = foge S

o siempre que esta composicién tenga sentido.

® Si S es una criba sobre €y h: D — C es cualquier flecha

a C, entonces h*(S) = {g | cod(g) = D,hog € S} es una
criba sobre D.

® Una topologia de Grothendieck sobre una categoria % es
una funcién J que asigna a cada objeto C' de € una
coleccién J(C') de cribas sobre C, de tal manera que
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Trabajaremos con una categoria € que es finitamente
completa. De S. MacLane e |. Moerdijk [9], se tiene lo
siguiente:

® Una criba S sobre € es una familia de morfismos en €,

todos con codominio C, talesque f € S = foge S
siempre que esta composicién tenga sentido.
Si S es una criba sobre € y h : D — C es cualquier flecha
a C, entonces h*(S) = {g | cod(g) = D,hog € S} es una
criba sobre D.
Una topologia de Grothendieck sobre una categoria & es
una funcién J que asigna a cada objeto C' de € una
coleccién J(C') de cribas sobre C, de tal manera que
(i) la criba méximal t. = {f | cod(f) = C} esta en J(C);
(ii) (axioma de estabilidad) si S € J(C'), entonces
h*(S) € J(D) para cualquier flecha h: D — C;
(iii) (axioma de transitividad) si S € J(C') y R es cualquier
criba en C tal que h*(R) € J(D) paratodo h: D —C I8

C b o~ D ~ T\
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Consideracione: en (g

iniciales ® Si S € J(C), decimos que S es una criba cubriente, o que
S cubre a C.
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¢ Un sitio significard un par (%, .J) que consiste en una

L categoria pequefia ¢ y una topologia de Grothendieck J
en é.

.Ct')n.sideracione

iniciales ® Si S e J(C), decimos que S es una criba cubriente, o que
S cubre a C.

e Si S € J(C), decimos que S es una criba cubriente,o que
S cubre a C'. Tambien decimos que una criba S en ¥
cubre una flecha f: D — C'si f*(S) cubre a D. (De esta
manera S cubre a C sii S cubre la flecha idéntica de C).

8/30

locales



Topologias de
Grothendieck
localizadas y
dualidades de
tipo Stone

Seccién 2

Topologias de
Grothendieck
iniciales y
morfismos
continuos

Topologias de Grothendieck iniciales y

morfismos continuos

locales

9/30



Topologias de
Grothendieck
localizadas y
dualidades de
tipo Stone

Joaquin Luna En topologia general y areas afines de las matematicas, la

fones topologia inicial (o topologia débil, topologia limite o topologia
proyectiva) de un conjunto X, con respecto a una familia de
S funciones sobre X, es la topologia menos fina en X que hace
Grothendieck  ICIERRISIES funciones sean continuas (véase N. Bourbaki [2]).
LoD Estas topologias se utilizan, por ejemplo, en el estudio de la

topologia de subespacios, la topologia de productos, el limite

inverso de cualquier sistema inverso de espacios y aplicaciones
continuas, y en un espacio localmente convexo.

locales
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En esta seccidn, estudiaremos las topologias iniciales en algunas
categorias enriquecidas con topologias de Grothendieck.

Definicion

Dada una categoria 4, X un objeto de € y J una topologia de
Grothendieck en €, decimos que J(X) es una &-topologia
localizada en X y que (X, J(X)) es un &-espacio
topoldgico localizado.

11/30
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La estructura
de marco de
los espacios
&-topologicos
localizados

En esta seccidn, estudiaremos las topologias iniciales en algunas
categorias enriquecidas con topologias de Grothendieck.

Definicidon

Dada una categoria 4, X un objeto de € y J una topologia de
Grothendieck en €, decimos que J(X) es una &-topologia
localizada en X y que (X, J(X)) es un &-espacio
topoldgico localizado.

L\

Proposicion
Sea € una categoria finitamente completa y J una topologia
de Grothendieck en €. Para un morfismo f : B— C en € y
una criba S € J(C), sea f*(S) = {¢ | cod(v)) = B, fotp € S}
la criba correspondiente en B, entonces

f(J(C)) ={g"(S) | S € J(C)} es una &-topologia
localizada en B 11/30
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Demostracién.

(i)

(ii)

Como f esta en la criba maximal t., entonces, para
cualquier flecha a con codominio B, foa«a € tc, por lo
tanto, f*(t¢) = tp.

Supdéngamos que S € f*(J(C)), entonces

T ={foh|he&S} esunacribaen J(C), por lo tanto,
parag: A— B, (go f)*(T) € J(A). Dado que, en el
siguiente diagrama, el cuadrado derecho y el rectangulo
exterior son pullbacks, también lo es el cuadrado izquierdo:

v

12/30



Topologias de
Grothendieck
localizadas y
dualidades de
tipo Stone

Joaquin Luna
Torres

Topologias de
Grothendieck

continuos

locales

Demostracién.

(iii) Sea R cualquier cribaen By S € f*(J(C)). Entonces
T={foh|he&S} esunacribaen J(C)y
R ={for|re€ R} esunacriba en C. Usando de nuevo
el diagrama (1), tenemos R’ € J(C), es decir,

R e f(J(O)).

(
13/30



Topologias de
Grothendieck
localizadas y
dualidades de
tipo Stone

Joaquin Luna
Torres

Topologias de
Grothendieck
iniciales y
morfismos
continuos

locales

Demostracién.

(iii) Sea R cualquier cribaen By S € f*(J(C)). Entonces
T={foh|he&S} esunacribaen J(C)y
R ={for|re€ R} esunacriba en C. Usando de nuevo
el diagrama (1), tenemos R’ € J(C), es decir,

R e f(J(O)).

(fo9)*(S) [ (9) S

C(—,A) — C(—,B) —— C(—,0) (1)

(
13/30
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tipo Stone (iii) Sea R cualquier cribaen By S € f*(J(C)). Entonces
Joaquin Luna T={foh|he&S} esunacribaen J(C)y
e R' ={for|r € R} es una criba en C. Usando de nuevo
el diagrama (1), tenemos R’ € J(C), es decir,
Topologias de Re f*(J(C))
cialeny

morfismos (f © g)* (S) f* (S) S

continuos

C(—,A) — C(—,B) —— C(—,0) (1)

(donde las flechas inferiores son las transformaciones

naturales inducidas por g y f). (Ver S. MacLane [8], pg |
locales 79) 13/ 3P
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Por esta razon,

(go /)(T)=g" (f*(T)) = g*(S) is asieve in J(A).
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Definicién

Grothendieck
iniciales y

morfismos ® un morfismo f : B — C' de € se llama &-continuo si /a
&-topologia localizada en B, f*(J(C)) satisface

J(B) € f1(J(O)).

o f*(J(C)) es la &-topologia menos fina en B para la cual
f es ®-continua y se denomina G-topologia inicial en B.)

Jlopologtacids Para J una topologia de Grothendieck en una categoria €,

continuos

locales 14 /30
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Proposicion

— Sean f: X =Y yg:Y — Z dos morfismos de ¢
pologias de

Srothendiecs &-continuos, entonces g . f es un morfismo de € que es
iniciales y

morfismos ®-continuo.

continuos
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Yaque f: X -Y yg:Y — Z son G-continuas, tenemos

J(X) € fF(J(Y)) and J(Y) C g"(J(2)),

Topologias de por IO tanto

rothendiecl * * *
Crerdes FI) C (9" (J(2))
morfismos
continuos I u ego

J(X) € [ (g°(J(2))) = (g © [)*(J(2))-

Esto completa la prueba.

locales 16 /30
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Definicién

La categoria &1Top, de G-espacios localizados comprende los
Grothendieck siguientes datos:

Topologias de
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continuos
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Definicién

La categoria &1Top, de G-espacios localizados comprende los
Topologias de - .
Grothendieck siguientes datos:

iniciales y
morfismos

morfismos @ Objetos: Espacios de &-topologia localizados (X, J(X))
® Morfismos: Morfismos de € que son &-continuos.

locales
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Aplicando el lema 0,34 de P. T. Johnstone [6], obtenemos:

Para una categoria ¢, consideramos el conjunto {.J, | a € A}.

18/30
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Para cada objeto X de €

{Ja(X) | € A}

es un reticulo completo.
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Para una categoria ¢, consideramos el conjunto {.J, | a € A}.
Aplicando el lema 0,34 de P. T. Johnstone [6], obtenemos:

Corolario

Para cada objeto X de €
{Ja(X) | € A}

es un reticulo completo.

Utilizando la definicién de funtor topolégico en G.C.L.
Briimmer [1], tenemos:

Teorema

El funtor de olvido U : &Top, — ¢ es un funtor topoldgico.

18/30
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Sea X un objeto de €, sea (Y;, J(Y;))icr una familia de
objetos de &Top,, y paracadai € [ sea f; : X — Y; un
morfismo de ¥. Debemos demostrar que para cada objeto
(Z,J(Z)) de ®Topy, y para cada morfismo

g:Z — X de €, g es B-continuo si y solo si cada uno de los

morfismos f; o g de ¥ es ®-continuo, cuando el objeto X se
une a la ®-topologfa localizada J(X) = () f;(J(Y;)).
i€l

19/30
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A
Sea X un objeto de €, sea (Y;, J(Y;))icr una familia de

objetos de &Top,, y paracadai € [ sea f; : X — Y; un
morfismo de ¥. Debemos demostrar que para cada objeto
(Z,J(Z)) de ®Topy, y para cada morfismo

g:Z — X de €, g es B-continuo si y solo si cada uno de los
morfismos f; o g de € es (’5-continuo cuando el objeto X se
une a la B-topologia localizada J ﬂf . Los

) iel
morfismos

fi (X, J (X)) = (Y, (V7))

son evidentemente continuos, ya que J(X) C f#(J(Y;)), para
al i € I, y de la proposicién (4) se sigue facilmente que cada
morfismo f; o g de ¥ es ®-continuo siempre que g lo sea.

19/30
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Para el reciproco, supongamos que cada uno de los morfismos

fi o g de € es G-continuo, ya que
J(Z2) < Q(fi °g)"(J(¥3))
= F]Ig*((fi)*(J(E))
= ;G*(Q(fi)*(J(Yi))
= g*(ZJf(X)),

concluimos que el morfismo g es B-continuo.

20/30
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La estructura de marco de los espacios

B-topolégicos localizados
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P Recordemos que un marco (frame) L es un conjunto parcial
oaquin una . . .
Torres con todas las uniones y todos los encuentros finitos que

satisfacen la ley distributiva infinita:

m/\(\/yl) —\Z/ x Ayi)

La estructura

de marco de

los espacios
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La estructura de marco de los espacios
B-topoldgicos localizados

Recordemos que un marco (frame) L es un conjunto parcial
con todas las uniones y todos los encuentros finitos que
satisfacen la ley distributiva infinita:

m/\(\/yl) —\Z/ x Ayi)

Un homomorfismo de marco ¢ : L — M es una funcién que
preserva los encuentros finitos y las uniones arbitrarias. Los
marcos y los homomorfismos de marco forman una categoria
Frm.

22/30
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Seglin el teorema del functor adjunto (AFT) para conjuntos
parciales, un marco también tiene todos los encuentros (al
menos suponiendo que es un conjunto pequefio, 0 mas
generalmente, que permitimos la cuantificaciéon impredicativa

sobre él), pero un homomorfismo de marco no necesariamente

los preserva. De manera similar, segiin el AFT, un marco es
automaticamente un algebra de Heyting, pero, de nuevo, un
homomorfismo de marco no necesariamente preserva la
implicacion de Heyting.

23/30
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Seglin el teorema del functor adjunto (AFT) para conjuntos
parciales, un marco también tiene todos los encuentros (al
menos suponiendo que es un conjunto pequefio, 0 mas
generalmente, que permitimos la cuantificaciéon impredicativa
sobre él), pero un homomorfismo de marco no necesariament
los preserva. De manera similar, segiin el AFT, un marco es
automaticamente un algebra de Heyting, pero, de nuevo, un
homomorfismo de marco no necesariamente preserva la

implicacion de Heyting. Por definicion, la categoria Locale de

locales es la opuesta a la categoria de marcos.

Locale = Frm°P.

e

23/30
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(RIS Recordemos que para una categoria ', X un objeto de ¢’y J
e émne una topologia de Grothendieck en €, J(X) es una
B 5-topologia localizada en X y que (X, J(X)) es un
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B-topologia localizadas y locales

Topologias de
Grothendieck
localizadas y

(RIS Recordemos que para una categoria ', X un objeto de ¢’y J
e émne una topologia de Grothendieck en €, J(X) es una
B 5-topologia localizada en X y que (X, J(X)) es un
B-espacio topolégico localizado.

Cada ®-topologia localizada en X es un locale.

Asi obtenemos otro funtor de olvido

La estructura O: ®_T0p<g — Locale
de marco de
los espacios

©-topoldgicos [N Al devolvernos obtenemos otra clase de dualidad de tipo
localizados
Stone.

locales
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Topologias de NICIA
Grothendieck Defl En

i Dado un elemento k en un locale L, un subconjunto S de L se

tipo Stone denomina criba en k si S € D({ k).

Joaquin Luna
Torres

Definicién

Una topologia de Grothendieck en un locale L es una funcién J

que asigna a cada objeto k de L una coleccién J(k) de cribas

en k, de tal manera que

(i) la criba maximal | k esta en J(k);

(ii) (axioma de estabilidad) si S € J(k) y m < k, entonces
SN (] m) estd en J(m);

(iii) (axioma de transitividad) si S € J(k) y R es cualquier
criba sobre k tal que RN (| m) estd en J(m) para cada

Topologias de m € S, entonces R € J(k).

Grothendieck

topologies en
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Topologias de
Grothendieck
topologies en

® [ a topologia trivial de Grothendieck en L esta dada por
Jiri (n) =] n.

® [ a topologia discreta de Grothendieck en L esta dada por

Jais(n) = D(] n).

® [ a topologia atémica de Grothendieck en L solo se puede

definir si L esta dirigido hacia abajo, y esta dada por

Jatom(n) = ,D(i/ n) - {@}
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Recordemos que una nocién basica en reticulos completos es la
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A
Recordemos que una nocién basica en reticulos completos es la

de filtro: un filtro F' de L es un subconjunto no vacio de L tal
que

@ F' es un subreticulo de L, y
® para cualquierae Fybe L, aVbe F.

locales
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En una direccién diferente, tenemos la nocion de filtro de
cribas (ideales) en un locale L, que llamaremos S-filtro.

Definicién
Un S-filtro en un locale L es una funcién § que asigna a cada
objeto k de L una coleccién F(k) de cribas en k, de tal manera
que
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Topologias de

Grothendieck . ./ . . .
localizadas y En una direccién diferente, tenemos la nocion de filtro de
dualidades d « - .
el cribas (ideales) en un locale L, que llamaremos S-filtro.

Joaquin Luna
Torres

Definiciéon

Un S-filtro en un locale L es una funcién § que asigna a cada
objeto k de L una coleccién F(k) de cribas en k, de tal manera
que

(F1) si S € §(k) y R es una criba en k tal que S C R, entonces
R € §(k);

Fy) toda interseccion finita de cribas de §(k) pertenece a §(k);
(F3) si S € J(k)ym <k entonces SN (| m) estd en F(m);
Fy

) la criba vacia no esta en §(k).
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v g 4 De la definicién de una topologia de Grothendieck J en
b unlocale L se deduce que, para cada objeto k de L y que

Joaquin Luna

Torres ® para S € J(k), cualquier criba mayor R en C' también es
miembro de J (k).

® También es claro que si R; S € J(k) entonces
RNS e Jk),

® en consecuencia, algunas topologias de Grothendieck
producen S-filtros en el mismo locale L: son exactamente
aquellas para las que
RNS #( para todos los pares R; S € J(k) y tales que
la criba vacia no esta en J(k).

® (laramente, la topologia trivial en k es un filtro S; lo
llamaremos filtro S trivial.

V.

- = = — Sanel
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(aquellas para las que RN S # () para todos los pares
R; S € J(k) y tales que la criba vacia no estd en J(k).

SN

BT opy, Locale

~_ 7
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