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Dinámicas discretas

Un sistema dinámico discreto es una pareja (X , f ), donde X es un espacio
métrico compacto sin puntos aislados y f : X → X es continua.

X

f
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X

f

•
x0

•
f (x0)

•
f 2(x0)

•
f 3(x0)

. . .

··
·

•
f n(x0)

Dado x0 ∈ X , definimos la órbita de x0 por:

Of (x0) = {x0, f (x0), f 2(x0), . . .}.
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Funciones multivaluadas

Dado un métrico compacto X definimos:

2X = {A ⊆ X : A es compacto no vaćıo}.

Una función multivaluada es una función F : X → 2X . Además, diremos
que F es semicontinua superiormente si, para cada abierto V de X , el
conjunto

F−1(⟨V ⟩) = {x ∈ X : F (x) ⊆ V }

es abierto.

Equivalentemente, para todo x ∈ X y cualquier abierto V tal que
F (x) ⊆ V , existe un abierto U, donde x ∈ U y

F (z) ⊆ V para todo z ∈ U.
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Ejemplos

Dado un métrico compacto X y f1, f2, . . . , fn : X → X funciones continuas,
entonces F : X → 2X definida por

F (x) = {f1(x), f2(x), . . . , fn(x)},

es semicontinua superiormente.

J. Camargo (UIS) Dinámicas y Multifunciones Octubre de 2025 5 / 40



Ejemplos

Dado un métrico compacto X y f : X → X una función continua y
sobreyectiva, entonces F : X → 2X definida por

F (x) = f −1(x),

es semicontinua superiormente.
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Ejemplos

Dado un cerrado C ⊆ X 2 tal que π1(C ) = X , entonces F : X → 2X

definida por
F (x) = π2(C ∩ ({x} × X )),

es semicontinua superiormente.

C

X

X X × X{x} × X

x

F (x)

•
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Órbitas

Dado (X ,F ) donde X es métrico compacto y F : X → 2X semicontinua
superiormente. Una órbita de x0 ∈ X es una sucesión (zn)

∞
n=0 tal que

z0 = x0 y zn+1 ∈ F (zn) para cada n ∈ N.

X X X

. . .

X X

•
z0

F (z0)

•z1

F (z1)

• z2

zn
•

F (zn)

zn+1
•

. . .
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superiormente. Una órbita de x0 ∈ X es una sucesión (zn)

∞
n=0 tal que

z0 = x0 y zn+1 ∈ F (zn) para cada n ∈ N.

X X X

. . .

X X

•
z0

F (z0)

•z1

F (z1)

• z2

zn
•

F (zn)

zn+1
•

. . .
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Conjuntos Órbita

Dados F : X → 2X y x0 ∈ X . Definimos el Conjunto órbita de x0 por:

OF (x0) = {(xn)∞n=0 ∈ XN : xn+1 ∈ F (xn), para cada n ∈ N}.

Proposición: OF (x0) es cerrado en XN.
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Ejemplos de OF (x0)

Sea F : [0, 1] → 2[0,1] dada por:

1

1

OF (0) =
{
(0, t, t, . . .) : t ∈ [ 12 , 1]

} ∼= [0, 1].
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TAREA: Mostrar que OF (0) ∼= [0, 1].

Sea F : [0, 1] → 2[0,1] dada por:

1

1
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Un continuo es una espacio métrico compacto y conexo, diferente de vaćıo.

Pregunta: Dado un continuo X , ¿existe una función semicontinua
superiormente F : X → 2X y p ∈ X tal que OF (p) ∼= X?
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Órbita conexa

Teorema: Sean X un continuo y F : X → 2X una función semicontinua
superiormente. Si F (x) es un continuo para cada x ∈ X , entonces OF (x)
es un continuo para cualquier x ∈ X .
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OF (x0).

Sea F : [0, 1] → 2[0,1] dada por:

1

1

Sabemos que OF (0) es un continuo. Además, la función
ϕ : [0, 1]N → OF (0) definida por

ϕ(t1, t2, . . .) = (0, t1, 0, t2, 0, t3, 0, . . .),

es un encaje y por tanto, dim(OF (0)) = ∞.
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Ejemplos de OF (x0)

Sea F : [0, 1] → 2[0,1] dada por:

1

1

F (t) =

{
[0, 1], si t = 0;

{t}, si t ∈ (0, 1].
.
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OF (0)

1

1 A1

A2

OF (0):

An = {(0, . . . , 0, t, t, . . .) : t ∈ (0, 1]} ∼= (0, 1] y An
∼= [0, 1].

OF (0) =

( ∞⋃
n=1

An

)
∪ {(0, 0, . . .)}.
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Ejemplos de OF (x0)

{0, 1}N

A∅

(0, 0, 0, . . .) (0, 1, 1, . . .)

A0 A1

(0, 0, 1, . . .) (0, 1, 0, . . .)
• • • •

A00 A01 A10 A11
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Órbitas en [0, 1].

Problema: Caracterizar los continuos Z tales que existen F : [0, 1] → 2[0,1]

semicontinua superiormente y x0 ∈ [0, 1], donde

OF (x0) ∼= Z .

¿Son estos continuos localmente conexos?
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Transitividad

Un función continua f : X → X se dice transitiva si para cualquier par de
abiertos no vaćıos U y V de X , existe k ∈ N tal que f k(U) ∩ V ̸= ∅.

X

f

U

V

•
x0

•
f (x0)

•
f k (x0)
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J. Camargo (UIS) Dinámicas y Multifunciones Octubre de 2025 20 / 40



Transitividad

Un función continua f : X → X se dice transitiva si para cualquier par de
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Transitividad

Teorema. (Block, Coppel.) Sean X métrico compacto sin puntos
aislados y f : X → X continua. Son equivalentes:

1. f es transitiva;

2. Existe x0 ∈ X tal que Of (x0) es densa.
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Transitividad

Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda definida para cada t ∈ [0, 1] por

T (t) =

{
2t, si t ∈ [0, 12 ];

2(1− t), si t ∈ [12 , 1].

T T 2 T 3

Afirmación: La función tienda T es transitiva.
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Por el Teorema de Block y Coppel, existe t0 ∈ [0, 1] tal que OT (t0) es
denso.

T

t0
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Transitividad

Dados X métrico compacto sin puntos aislados y F : X → 2X

semicontinua superiormente.

1. F es transitiva si para cada par de abiertos U y V de X , existen
x ∈ U y (xn)

∞
n=1 ∈ OF (x) tal que xk ∈ V para algún k ∈ N.

2. Un punto p ∈ X tiene órbita densa si existe (xn)
∞
n=1 ∈ OF (p) denso;

esto es, para cada W abierto, existe m donde xm ∈ W .

3. Un punto p ∈ X tiene órbita densa débil si para cada abierto W ,
existen (xn)

∞
n=1 ∈ OF (p) y m ∈ N, donde xm ∈ W .
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Transitividad

p con órbita densa

Transitiva p con órbita densa débil

{
∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : (xn)

∞
n=1 es denso

}

{
∀U abierto ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : xk ∈ U

}{
∀U, V abiertos ∃x ∈ U, ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (x) : xk ∈ V

}
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Transitividad

p con órbita densa

Transitiva

{
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∞
n=1 es denso

}
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U

V

•
x1 = p

•
x2

•
x5

•
x4

•
x3

•
x6

•
x7

•
xm

•
xm−1
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Transitividad

p con órbita densa

Transitiva

{
∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : (xn)

∞
n=1 es denso

}

{
∀U, V abiertos ∃x ∈ U, ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (x) : xk ∈ V

}

U

V

•
x1 = p

•
x2

•
x5

•
x4

•
x3

•
x6

•
x7

•
xm−1

•
xm+1

•
xm+2

•
xm+3

•
xm+k

•
x
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Transitividad

p con órbita densa

Transitiva p con órbita densa débil

{
∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : (xn)

∞
n=1 es denso

}

{
∀U abierto ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : xk ∈ U

}{
∀U, V abiertos ∃x ∈ U, ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (x) : xk ∈ V

}

1

1

F (x) =

{
[0, 1], si x = 0;

{x}, si x ̸= 0.
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Transitividad

p con órbita densa

Transitiva p con órbita densa débil

{
∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : (xn)

∞
n=1 es denso

}

{
∀U abierto ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : xk ∈ U

}{
∀U, V abiertos ∃x ∈ U, ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (x) : xk ∈ V

}

1

1

•

•

F (x) =


{h(x)}, si x ∈ [0, 1] \ {1/6, 5/6};
{1/6, s}, si x = 1/6;

{5/6, t}, si x = 5/6.

J. Camargo (UIS) Dinámicas y Multifunciones Octubre de 2025 30 / 40



Transitividad

Transitiva p con órbita densa débil
{
∀U abierto ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (p) : xk ∈ U

}{
∀U, V abiertos ∃x ∈ U, ∃(xn)∞n=1 ∈ OF (x) : xk ∈ V

}

1

1

•

•

•

•

F (x) =


{h(x)}, si x ∈ [0, 1] \ {1/6, 5/6};
{1/6, s}, si x = 1/6;

{5/6, t}, si x = 5/6.

t

s

5
6

1
6
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Sensibilidad

Un función continua f : X → X se dice sensible si existe ε > 0 (constante
de sensibilidad) tal que para cualesquiera x ∈ X y δ > 0, existen
y ∈ B(x ; δ) y m ∈ N, donde

d(f m(x), f m(y)) ≥ ε.

X

ε

f

·
x

B(x, δ)

·y

· f (y)

·
f (x)

·
f m(x)

·
f m(y)
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J. Camargo (UIS) Dinámicas y Multifunciones Octubre de 2025 32 / 40



Sensibilidad

Un función continua f : X → X se dice sensible si existe ε > 0 (constante
de sensibilidad) tal que para cualesquiera x ∈ X y δ > 0, existen
y ∈ B(x ; δ) y m ∈ N, donde

d(f m(x), f m(y)) ≥ ε.

X

ε

f

·
x

B(x, δ)

·y

· f (y)

·
f (x)

·
f m(x)

·
f m(y)
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Ejemplo

Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda definida para cada t ∈ [0, 1] por

T (t) =

{
2t, si t ∈ [0, 12 ];

2(1− t), si t ∈ [12 , 1].

T T 2 T 3

Afirmación: La función tienda T es sensible.

J. Camargo (UIS) Dinámicas y Multifunciones Octubre de 2025 33 / 40



Ejemplo

Sea T : [0, 1] → [0, 1] la función tienda definida para cada t ∈ [0, 1] por

T (t) =

{
2t, si t ∈ [0, 12 ];

2(1− t), si t ∈ [12 , 1].

T T 2 T 3

Afirmación: La función tienda T es sensible.
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Funciones multivaluadas

Dado un métrico compacto X , con métrica d , definimos

2X = {A ⊆ X : A es cerrado no vaćıo}.

Dados A,B ∈ 2X definimos la métrica de Hausdorff

H(A,B) = ı́nf{r > 0 : A ⊆ Nd(B, r) y B ⊆ Nd(A, r)},

donde para C ∈ 2X y s > 0,

Nd(C , s) =
⋃
x∈C

Bd(x , s).
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Sensibilidad

Definición. Sean X un espacio métrico compacto y F : X → 2X

semicontinua superiormente. Diremos que F es sensible si existe ε > 0 tal
que para cualesquiera x ∈ X y δ > 0, existen y ∈ B(x , δ) y m ∈ N tales
que

H(Fm(x),Fm(y)) ≥ ε.
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Variaciones de la sensibilidad

Definición. Sean X un espacio métrico compacto y F : X → 2X

semicontinua superiormente. Diremos que F es sensible fuertemente si
existe ε > 0 tal que para cualesquiera x ∈ X y δ > 0, existen y ∈ B(x , δ) y
m ∈ N tales que

Fm(y) ⊈ Nd(F
m(x), ε).

Definición. Sean X un espacio métrico compacto y F : X → 2X

semicontinua superiormente. Diremos que F es sensible débilmente si
existe ε > 0 tal que para cualesquiera x ∈ X y δ > 0, existen y ∈ B(x , δ),
m ∈ N, xm ∈ Fm(x) y ym ∈ Fm(y) tales que

d(xm, ym) ≥ ε.
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Teorema.

sensible fuertemente

↓

sensible

↓

sensible débilmente

J. Camargo (UIS) Dinámicas y Multifunciones Octubre de 2025 37 / 40



Teorema. Sean F : X → 2X semicontinua superiormente y f : X → X
sensible. Si f (x) ∈ F (x) para todo x ∈ X , entonces F es sensible
débilmente.
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Ejemplos

Sea T la función tienda. Sea x0 ∈ [0, 1] tal que OT (x0) es denso.
Definimos:

G (t) = {x0,T (t)} y F (t) =

{
[0, 1], si t = 0;

{T (t)}, si t ̸= 0.

Entonces, G es débil no sensible, y F es sensible no fuerte.
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